Тема 8 –  Рекурсивни алгоритми 

Критерии за оценка:

· Да обяснява използването на подпрограми и механизмите за предаване на параметри - 20 точки

· Да дефинира понятие за рекурсия, да обяснява рекурсивни алгоритми - 10 точки

· Да описва рекурсивни подпрограми - 20 точки

· Да  сравнява рекурсивните и итеративни подпрограми - 20 точки

· Да демонстрира рекурсивна реализация на бързо сортиране на масив в Паскал/ С/С++ - 30 точки

РЕКУРСИВНИ АЛГОРИТМИ

1. Подпрограми. Параметри на подпрограмите

Чрез параметрите се предава информация между подпрограмата и извикващата я програмна част.  

В зависимост от мястото им на използване параметрите биват формални (използват се при дефинирането на подпрограмата) и фактически (използват се при извикването на подпрограмата за изпълнение).

В зависимост от механизма на предаване на информация параметрите биват параметри – стойности (параметри, предавани по стойност; входни параметри – чрез тях се предава само входна информация към подпрограмата) и параметри – променливи (параметри, предавани по адрес; входно-изходни параметри – чрез тях се предава както входна така и изходна информация от подпрограмата към извикващата я програмна част).

Механизъм за предаване на информация чрез параметри – стойности: при извикването на подпрограмата се заделя допълнително памет за формалните параметри и стойностите на фактическите параметри се копират в местата, заделени за съответните формални параметри. Подпрограмата работи с копията на фактическите параметри, затова промяната на формалните параметри в тялото на подпрограмата не води до промяна на съответните фактически параметри.

Механизъм за предаване на информация чрез параметри – променливи: при извикването на подпрограмата не се заделя допълнително памет за формалните параметри, а името на съответния формален параметър се свързва с мястото в ОП, където се намира съответния фактически параметър (т.е. по време на изпълнението на подпрограмата достъпът до това място в ОП може да стане както чрез името на фактическия така и чрез името на съответния формален параметър). Подпрограмата работи с оригиналите на фактическите параметри, затова всяка промяна на формалните параметри в тялото на подпрограмата води до същата промяна на съответните фактически параметри.

В PASCAL са реализирани и двата механизма за предаване на параметри. За да се означат формалните параметри като параметри – променливи, пред съответната група параметри се поставя служебната дума var. 

В езика C параметрите се предават само по стойност. При необходимост от предаване на изходна информация от функция, като параметри се предават не самите променливи, а техните адреси. Така функцията разполага с адресите на дадените променливи и може да променя техните стойности

Пример: функция за промяна на стойностите на две целочислени променливи:

void change(int *pa, int *pb) //формалните параметри са указатели към тип int

{

int c;

c=*pa;    //на с се присвоява стойността на променливата, към която сочи pa

*pa=*pb;// на пром., към която сочи pa, се присв. ст. на пром. към която сочи pa

*pb=c;    //на  пром., към която сочи pb, се присвоява ст. на c

}

извикване на функцията:

change(&a,&b);   //на функцията се подават адресите на променливите a и b.


На фиг. 1. е онагледен механизмът за предаване на параметрите на функцията change(int*,int*). Важно е да се отбележи, че самите адреси на променливите а и b се предават по стойност.


Фиг.1. Предаване на адресите на променливи като параметри на функция

В езика С++ е предвиден и механизъм за предаване на параметри по адрес чрез дефинирането на формалните параметри като псевдоними. Псевдонимът е тип, чрез който на една и съща променлива може да се задават наяколко имена (идентификатори). При дефинирането си псевдонимите задължително се инициализират. Ако псевдонимът и инициализаторът са от еднакъв тип, те задават една и съща променлива. Ако инициализаторът има тип, различен от този на псевдонима, се създава нова променлива от типа на псевдонима, стойността на която се задава от инициализатора (след преобразуване до типа на псевдонима).

Пример:


void fun( float &a); //а – параметър псевдоним на променлива от тип float.

Инициализацията се извършва при извикването на функцията:


float x=3.4;//дефиниране на float променлива


...


fun(x); //извикване на функцията

Пример за функция, разменяща стойностите на две целочислени променливи:

void change(int &x, int &y)

{


int c;


c=x;


x=y;


y=c;

}

извикване на change():

int a,b;

float p,t;

...

change(a,b);

change(p,t);

Тъй като при първото извикване на функцията фактическите параметри a и b са от същия тип като параметрите – псевдоними, x ползва адреса на променливата a, а y – адреса на променливата b. При второто извикване на функцията типът на фактическите параметри p и t не съвпада с типа на формалните. В точи случай във функцията се създават две нови временни променливи – x и y, всяка със собствен адрес. Те се инициализират със стойностите на p и t, преобразувани до тип int. След завършване изпълнението на функцията стойностите на променливите p и t  не са разменени.

2. Понятие за рекурсия. Рекурсивни обекти. Рекурсивни дефиниции

Рекурсивен обект се нарича обект, който съдържа себе си.

Рекурсивна дефиниция е дефиниция, в която даден обект или понятие се дефинира чрез себе си.

Пример за рекурсивна дефиниция: функцията n-факториел - n!

n!= 
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Характерно за рекурсивните дефиниции е наличието на прост случай (прости случаи), който се задава директно (явно). Всеки друг случай се свяжда до подобен, но по-прост случай.

Пример за изчисляване на n! въз основа на рекурсивната дефиниция:

5!=5*4!

4!=4*3!

3!=3*2!

2!=2*1!

1!=1*0!

0!=1 – прост случай, който се задава явно.

Движението от търсения случай до простия случай се нарича прав ход на рекурсията.

Връщането от простия към търсения случай се нарича обратен ход на рекурсията:

1!=1*1=1

2!=2*1=2

3!=3*2=6

4!=4*6=24

5!=5*24=120

3. Рекурсивни подпрограми

Рекурсивна подпрограма се нарича подпрограма, която извиква себе си. Рекурсивното извикване може да е пряко или непряко.

Пряка рекурсия – подпрограма P извиква директно себе си ( т.е. в тялото на P има извикване на P).

Непряка рекурсия – подпрограма P1 извиква подпрограма P2, която от своя страна извиква P1. (в общия случай: P1извиква P2, P2 извиква P3,  ..., Pn-1 извиква Pn, а Pn извиква P1).

При съставянето на рекурсивни подпрограми, трябва да се спазват няколко важни условия:

Задачата, която разглеждаме, трябва да се разбива на подзадачи, за които рекурсивно може да се приложи същият алгоритъм. Комбинирането на решенията на всички подзадачи трябва да води до решение на изходната задача.

Реализирайки рекурсивен алгоритъм, трябва да бъдем сигурни, че след краен брой стъпки ще достигнем до конкретен резултат, т.е. трябва да се налице краен брой прости случаи (поне един), чието решение може да бъде намерено директно. Прието е тези прости случаи да се наричат дъно на рекурсията.

Всички подзадачи на задачата трябва да се стремят към някой от тези прости случаи, т.е. след краен брой рекурсивни извиквания да се достига дъното на рекурсията.

Примери за рекурсивни подпрограми:

Факториел  (P1)

Механизъм на изпълнение на рекурсивната подпрограма: Еднократното извикване на функцията fact(n) в глaвната програма (функция) води до последователност от рекурсивни извиквания на функцията до достигане на простия случай (main()-> fact(n) -> fact(n-1) -> ... -> fact(0)). Така се реализира правия ход на рекурсията. Следва обратният ход на рекурсията, при който последователно завършва изпълнението на всяка една от функциите и връщане на управлението на извикващата функция (fact(0) -> fact(1) -> ... ->fact(n) -> main().  

Функцията n! не е дефинирана за отрицателни стойности на n. При извикването на функцията трябва да се гарантира, че n>=0. В противен случай при извикване на функцията с отрицателна стойност на параметъра се получава безкрайна рекурсия (теоретично). На практика програмата се прекратява след запълване на програмният стек (STACK OVERFLOW!). 

4. Предимства и недостатъци на рекурсивните подпрограми

Предимства: Рекурсивните подпрограми по правило са по-компактни в сравнение с итеративните (подпрограми, реализиращи итеративни алгоритми (с цикъл)). 

При дадена рекурсивна дефиниция, реализирането на съответната рекурсивна функция е очевидно, докато реализацията на итеративен алгоритъм в някои случаи не е толкова просто – например – функция за изчисляване на n-тото число на Фибоначи). 

Недостатъци: В сравнение със съответните итеративни подпрограми, рекурсивните подпрограми изискват повече памет. Това е така защото при всяко рекурсивно извикване в стека се заделя нова памет за параметрите и локалните променливи, както и за връщаните от функцията резултати. За горния пример ще са необходими (n+1)*sizeof(int(eger)) байта памет за параметъра n при n+1 рекурсивни извиквания на функцията (от n do простия случай 0). Съответната подпрограма, реализираща итеративен алгоритъм за изчисляване на n!  използва само един параметър n (1*sizeof(int(eger)) байта оперативна памет и една локална променлива за изчисляване на резултата.  

Друг съществен недостатък на рекурсивните подпрограми е ниското им бързодействие, което отново се дължи на множеството от рекурсвини извиквания на подпрограмата. Този недостатък е особено актуален при т.нар. непряка рекурсия, при която броят на рекурсивните извиквания нараства нелинейно при увеличаване на стойността на параметъра. Типичен пример за нелинейна рекурсия е рекурсивната функция за изчисляване на n- тото число на Фибоначи – фиг.2. Числата на Фибоначи е класически пример, при който използването на рекурсия е крайно неефективно. Проблемът произтича от това, че се правят напълно излишни изчисления, т.е. много от членовете на редицата се пресмятат неколкократно. 


5. Бързо сортиране на масив
Идеята на алгоритъма, предложен от Хоор (1962 г.), е да изберем произволен елемент x от масива (за определеност може да вземем средния елемент) и да разделим масива на два дяла: ляв, в който елементите са по-малки от x и десен, в който са по-големи. Прилагаме същият алгоритъм за лявата и дясната част, след това  за частите на тези части и т.н. докато не достигнем до части, съдържащи един елемент. След приключване работата на алгоритъма, масивът ще бъде сортиран.

6. Реализация на рекурсивни алгоритми като подпрограми на Pascal, C/C++

Факториел (P1)

Pascal

function fact(n:integer):integer;

var i,p:integer;

begin

     if n=0 then

                fact:=1

            else

                fact:=n*fact(n-1);

C/C++

int fact(int n)

{


if (n<0)



return 0;


else


return n*fact(n-1);

}
Забележка: типът int(integer) може да се замени с по-дълъг целочислен тип, за да не се получи много бързо препълване на резултата (поради бързото нарастване на функцията n!).

Числа на Фибоначи (P2)

PASCAL

function fib(n:integer):integer);

begin

   if n=0 then


fib:=0

  else


if n=1 then


    fib:=1



else

   
     fib:=fib(n-1)+fib(n-2);

end;

C/C++

int fib(int n)

{

if(n= =0)


return 0;

else


if (n = =1 )



return 1;

else



return fib(n-1)+fib(n-2);

}

ИЗВЕЖДАНЕ НА ДВОИЧНОТО ПРЕДСТАВЯНЕ НА ЕСТЕСТВЕНО ЧИСЛО

procedure n_to_bin(n:integer);

begin

     if n>1 then n_to_bin(n div 2);

     write(n mod 2);

end;



function n_to_bin(int n)

{


if (n>1)



n_to_bin(n/2);


printf(“%d”,n%2);

}

ИЗВЕЖДАНЕ НА ТЕКСТ (ЗАВЪРШВАЩ С ТОЧКА)  В ОБРАТЕН РЕД
Procedure reverse;

var ch:char;

begin

     read(ch);

     if ch<>'.' then

                    reverse;

     write(ch)

end;

function reverse(void);
{


char ch;


ch=getche();


if(ch!=’.’)



reverse();


putch(ch);

}

отпечатване на цифрите на дадено естествено число n в обратен ред

Procedure obratno(n:integer);

Begin


If n<10 then



Writeln(n)


Else


Begin



Writeln(n mod 10);



Obratno(n div 10);


End;

End;

function obratno(int n)

{


if(n<10)



printf(“%d”,n);


else


{



printf(“%d”,n%10);



obratno(n/10);


}

}

ЗАДАЧА ЗА ХАНОЙСКИТЕ КУЛИ

Дадени са три стълба А,B и C. На стълб А са нанизани n диска с намаляващ (отдолу нагоре) диаметър. Да се прехвърлят дисковете от А на С, като се използва и междинният стълб В при спазване на следните условия:

· на всеки ход се премества само по един диск;

· не може да се поставя диск с по-голям диаметър върху диск с по-малък диаметър.

procedure hanoj(n:integer;s,d,m:char);

begin


if n=1 then writeln(s,’->’,d);


else


begin



hanoj(n-1,s,m,d);



writeln(s,’->’,d);



hanoj(n-1,m,d,s);


end

end;

void hanoj(int n, char s, char d, char m)

{


if(n= =1)



printf(“\n%c -> %c”,s,d);


else


{



hanoj(n-1,s,m,d);



printf(“\n%c -> %c”,s,d);

hanoj(n-1,m,d,s);


}

}

Бързо сортиране (Quick Sort) (P3)

PASCAL
const n=10;

typeltype=integer;

arr=array[1..n] of eltype;

procedure Qsort(var a:arr;left,right:integer);

var i,k:integer;

    x,POM:eltype;

begin

    i:=left;k:=right;x:=a[(left+right) div 2];

     repeat

          while a[i]<x do i:=i+1;

          while a[k]>x do k:=k-1;

          if i<=k then

          begin

                    pom:=a[i];

        a[i]:=a[k]; 
        a[k]:=pom;

                    i:=i+1;k:=k-1;

          end;

     until i>k;

     if k>left then Qsort(a,left,k);

     if i<right then Qsort(a,i,right);

end;


C/C++

#define n 10

int a[n];

void qsort(int left,int right)

{


int i,k,x;

i=left; k=right; x=a[(left+right)/2];

do

{


while(a[i]<x) i++;


while(a[k]>x) k--;


if(i<=k)


{



pom=a[i];


    
a[i]:=a[k]; 

a[k]:=pom;




i++;k--;



}


}while(i<=k);


if(k>left) qsort(left,k);


if(i<right) qsort(i,right);

}

Фиг.2. Дърво на извикванията на рекурсивната функция за изчисляване на числата на Фибоначи
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В извикващата функция: 
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Във функцията change(): 
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